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Le but de cette correspondance est de donner une
expression simple et g n rale de la ariance d'estimation
des corr lations spatiales estim es apr s rectification. On
tudie ensuite les implications de ce calcul pour le
traitement d'antenne .
This correspondence deals with the calculation of the
1 . Introduction
Une large part des tudes r centes en traitement d'antenne
et en anal se spectrale concerne l' tude des propri t s
alg briques et statistiques de matrices de co ariance. Dans
le cadre du traitement d'antenne, l'h poth se de stationna-
rit spatiale est habituellement admise . Cette h poth se
est utilis e, dans le cas d'une antenne lin aire, pour
 stationnariser  spatialement les co ariances ou inters-
pectres estim s . Cette stationnarisation spatiale est d si-
gn e par di ers ocables plus ou moins barbares : rectifica-
tion [1], Toepleri ation, Toeplit ification, . . . Les deu
derniers ocables font r f rence au math maticien 0 .
Toeplit , ce qui est louable, tandis que le premier (i .e .
rectification) a l'a antage de la simplicit . Nous adopte-
rons donc pour la suite ce ocable qui pro ient de






Rectification, Toeplitz, fonction caract ristique, SVD, calcul de ariance,
bruit d'estimation .
Ke ords
Rectification, Toeplit , Shift, Matri , characteristic function, SVD,
ariance calculation, estimation noise .
l'op ration r ellement effectu e pour stationnariser spatia-
lement le signal .
Le proc d de rectification consiste simplement  mo en-
ner les corr lations spatiales le long des diagonales . On
montre ais ment [2] que ceci re ient accomplir (tr s
conomiquement) une projection orthogonale de la
matrice de co ariance estim e sur le sous-espace des
matrices de Toeplit . Il est certes tout fait possible de
perdre au passage le caract re positif de la matrice de
co ariance estim e, mais les propri t s statistiques ( arian-
ces essentiellement) des estimateurs de param tres des
sources sont, en g n ral, largement am lior es .
Ceci est particuli rement important pour les m thodes
haute r solution, ainsi que le confirment les tudes
th oriques [3] et les e p rimentations [4] .
La donn e matricielle des co ariances intercapteurs est
transform e par ce proc d en un simple ecteur constitu
des l ments de la premi re ligne de la matrice rectifi e .
tant donn e le peu d'information dont on dispose sur les
l ments propres des matrices de Toeplit [5], [6], on peut
l gitimement se demander si les m thodes d'anal se en
composantes principales de cette matrice rectifi e consti-
tuent l'unique ou la meilleure oie d'anal se . . . Le d bat
ce sujet est loin d'tre ache . On peut toutefois, beaucoup
plus simplement, essa er de calculer la ariance d'estima-
tion de ces corr lations spatiales rectifi es. En d pit de sa
simplicit , la r solution de ce probl me peut amener
consid rer des questions fondamentales telles que celle-
ci : e iste-t-il des choi optimau des corr lations spatiales
de l'antenne et ceci pour di ers crit res ( ariance des
estimateurs, d tection, etc .). La r ponse ces di erses
questions peut amener modifier la ision que l'on a des
di ers traitements d'antenne et se poser une question
d'une importance pratique consid rable : est-il possible
partir des obser ations (sorties de capteurs) d'optimiser la
configuration spatio-temporelle utilis e .
Le but de cette correspondance est de donner une
e pression simple de la ariance d'estimation des corr la-
tions spatiales estim es apr s rectification . Pour ce faire,
on montre qu'un formalisme matriciel l mentaire all ge
consid rablement les calculs et conduit des formules
d'une grande simplicit .
Cette correspondance est pr sent e comme suit ; dans la
section 2 les calculs de la ariance sont pr sent s, ils sont
illustr s par les r sultats de la section 3 ; enfin, la section 4
pr sente les cons quences pratiques des calculs effectu s
dans la section 2 pour des cas simples . On pourra constater
dans les sections 4 et 5 que les cons quences de la section 2
sont parfois surprenantes .
2. Calcul des co ariances des corr lations spatiales
estim es apr s rectification
On dispose d'une antenne lin aire constitu e de p capteurs
quir partis, on consid re un traitement bande troite
une fr quence de r f rence omise pour la suite .
On dispose alors d'une matrice de co ariance (plus
e actement interspectrale estim e) des sorties de capteurs,
soit R cette matrice et RT la matrice rectifi e .
Par abus de notation, on appellera corr lations spatiales
estim es rectifi es (not es ri, 0 _ i _ p - 1) les l ments
de la premi re ligne de RT. On suppose k hermitienne par
construction .
On appelle Z la matrice carr e (p, p) de d calage (shift)




\ 0 . .. 0 1 0 /
La diagonale de 1 est donc d cal e une fois par rapport
la diagonale principale. On appellera aussi Z' la matrice




Sur les propri t s statistiques des co ariances spatiales
(1)
58
i fois relati ement la diagonale . Cette notation a un sens
car on montre tr s ais ment les r sultats ci-dessous
Z . Z = Z2
et plus g n ralement
Z i . Zi = Z
+i
	
(i et j _ 0) . ( 2)
Par coh rence a ec (2), on con ient que
Z = Id (3)
(Id : matrice identit (p, p .
Les l ments ri de la premi re ligne de R T s'e priment tr s




olume 9 - n 1







tr (R . Z`)
p-i









(tr : d signe ici la trace d'une matrice [8]) .
Nous allons maintenant utiliser l'e pression (4) pour
calculer la co ariance centr e de ri et rj . On suppose, de
plus, que R a t obtenue par la m thode du p riodo-
gramme mo enne, i.e .
(5)
(Xk : ecteurs de sorties de T .F. des capteurs de l'antenne .
* : signifiant transpos e conjugu e) .
Par cons quent, en utilisant (4) et (5), on obtient
(p - i)(p -j) .
E(ri











Il reste calculer les termes entre crochets de (6), ce qui
est accompli directement par l'utilisation de la fonction
caract ristique [9] de la forme quadratique X * . A . X,
d finie relati ement au ecteur X gaussien comple e
circulaire (sorties de T.F .), i .e. [10]
c(t)a[[e p(itX* .A .X)]=det -1 (Id-itA .R)
(R = co (X)) (7)
d'o ; par d ri ation de 4'(t) on obtient ais ment (cf .
anne e 1)
E[(Xk .Z+ .Xk)(Xk .Zj' .Xk)] =
= tr (Z 1 .R) .tr (Zi R)+tr (Z1 .R .Zi' .R)
et
E[(Xk .Z' .Xk)(Xk .Z"r
.Xk,)]=
tr (Z' .R) .tr (ZJ .R)
(8)
(R ^_co (Xk ) ,
1 _ k _ N, X k et Xk , d corr l s si k =A k') .
Notons
Fi




Alors, on d duit directement de (6) et (8) l'e pression ci-
dessous
E(ii .iJ)=	1	 tr (Z' .R .ZJ . R ) . (9)
(p-i)(p-j)
.N
On peut trou er l'e pression (9) une formulation quelque
peu g om trique en remarquant que la matrice Z' . R est
obtenue par s lection des (p - i) premi res lignes de R
( translat es i-fois ers le bas) et remplacement des i
- premi res par des lignes constitu es de 0 ; on notera









La signification des s mboles 1 i et t j se comprend donc
ais ment. En d pit de sa simplicit , cette formule constitue
le r sultat de base de cet article . Nous allons cependant
montrer que les cons quences de celle-ci ne sont pas
toutes tri iales .
3 . R sultats de simulations
D'apr s (10), la ariance d'estimation du coefficient
i, prend la forme ci-dessous
ar (ri)=E(IYi12)=
)
1 2	 tr(R 4 ` .Rt`)
(p-i .N
0_i_p-1 . (11)
On pr sente sur la figure 1 l'allure de ar (ri ) donn e par
(11) pour une configuration asse classique . L'indice
spatial des corr lations port en abscisse est l'indice de la
corr lation ri d finie par (4) . Pour une antenne constitu e
de 100 capteurs cet indice arie de 0 (autocorr lation)
99. La formule th orique (10), pour les donn
es consid -
r es (i .e . nombre de capteurs, mo ennages, rapports S/B,
. . .) est compar e a ec l' cart t pe estim sur 200 r alisa-
tions ind pendantes de k (N = 1) .
Les deu sources tant de ni eau asse faibles, le bruit est
pr dominant. On peut remarquer le bon accord entre les
deu courbes ce qui alide (11) .
On peut remarquer sur la figure 1 que cette ariance
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Ecart-t pe du bruit d'estimation des correlations spatiales
p=100
N=1
sourcel :SlB=-lOdb gisement : 60degres
source2
: S2B=-20 db gisement : 70 degres
--- - ecart-t pe theorique
ecart-t pe estim
Indice spatial des correlations
Figure 1 . -Comparaison entre l' cart t pe th orique du bruit d'estimation
de ri ( 0 _ 1 _ 99) et son cart t pe e p rimental (r = - 10 dB, (r =
- 20 dB, p = 100, N = 1) estim e sur 200 r alisations de R.
augmente a ec i ce qui s'e plique ais ment par le fait que
le dernier ri (i .e . r, _ 1 ) ne b n ficie d'aucun mo ennage
spatial alors que ro b n ficie de p mo ennages spatiau .
Est-ce dire que l'estimation des ri ( i fi ) b n ficie
s st matiquement des mo ennages spatiau , c'est cette
question que tente de r pondre la section 4 .
4 . De l'influence des mo ennes spatiales
Supposons que le signal soit compos d'une seule source
de puissance normalis e 1, la matrice R est alors de
rang 1 et on peut supposer sans perte de g n ralit que
tous les l ments de R sont gau 1, car
R = A9 . R o . Ok , A e = diag (1,
ei
. .
., e`~ -1)a ) ,
R0(i,j) = 1 d(i,j)
on obtient alors d'apr s (9) et (11) et des calculs l mentai-
res, en n gligeant les termes de d phasages de Da (i .e .
RAR0) :
E (I Fi l 2 ) = N et co
(F1, F1) = N
0_i _p-1 . (12)
Les mo ennages spatiau ne sont donc d'aucune utilit , ce
qui est ident si on remarque que la matrice R est de
Toeplit par construction .
Consid rons maintenant le cas o le signal est seulement
compos d'un bruit blanc spatialement (i .e . R = Id), alors




E(Fi .Yi*) =0 .
olume 9 - n 1
C'est donc dans ce cas que la rectification s'a re la plus
b n fique pour la r duction de la ariance d'estimation
des ri . Cependant, l'utilit pratique en est limit e car s'il
n' a que du bruit. . .
Supposons maintenant que le signal soit la somme d'un
bruit spatialement blanc et d'une source unique (i .e .
R = pS + Id, S = ie Ro * et p = rapport signal bruit),
alors toujours d'apr s (11) :








On oit donc d'apr s (14) que si p de ient grand de ant i
E(IriI 2 )= P2 . ( 15)
Il est aussi possible d'obtenir une e pression d elopp e
de la corr lation et de la ariance du bruit d'estimation
sans trop de difficult en consid rant le cas de deu
sources plus du bruit grce la formule (11) .
La matrice interspectrale as mptotique s' crit






o pj et kj sont respecti ement le rapport signal bruit et
la fr quence spatiale de la j-i me source .
On obtient alors (N = 1)















(p l cos (2 ,rd(m, - m 2 )k l ) +
+
P2
cos (2 rrd(m l - m2) k 2 ))
+ 2 p l p2
e i lrd (m, - m 2 ) (k, + k2)











(X : longueur d'onde, 9 i : gisement)
d : distance intercapteur
8.
1,
m2 : s mbole de Kronecker
E FI
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On remarque que dans le cas le plus fa orable (p -+ oo et
m l et m2 fi s)
lim [r Y * ] =
pl e- i2-rrd(m 2 -m,)k, +
P2
e


















la ariance du bruit d'estimation ?m est minor e par la
puissance mo enne de rm (sinusodes spatiales) .
En rappelant que : rm = rm + rm on d finit les rapports
signal bruit des processus constituants rm (en se plaant
dans le cas o la ariance de rrm est d finie par (18))









sont identiques et cela
constitue le cas le plus fa orable pour estimer le param tre
de chaque source (les fr quences spatiales
k l et k2 par
e emple) .
On remarquera que d s lors, que les quantit s pl et
p2 de iennent diff rentes, (p1 > p2 ou p2 ' pl), l'une des
deu sources de ient immanquablement p nalis e, du fait
que la ariance du bruit d'estimation prend en compte la
totalit des puissances des sources en pr sence .
Il parat donc difficile, m me dans ce cas fa orable,
(p -+ oo ), ou apr s int gration temporelle (N # 1),
d'esp rer d tecter une source de puissance tr s faible par
rapport au autres (sans recourir au gain spatial de
l'antenne) .











5. Application au traitement d'antenne
Consid rons l'estimation de param tres caract ristiques
de sources ; soit 0 ^_ (9 1 , e2,
. . . .
9m)` le ecteur de






1 k m (19)
( X
r
t = l, N)
est l'obser ation .
La fonction fk est de plus, suppos e deu fois diff rentia-
ble. Alors en sui ant [12] et [13], on obtient le d eloppe-
ment sui ant de
gk
dans le cas o X = S + B a ec
B : .K (0, b 2 . Id )
afk(X)











Pour un fort rapport signal bruit, on peut appro imer la
mo enne et la ariance de
k







Si l'on suppose l'estim e de Ak non biais e (IE( k ) = ek )






Dans ces formules b 2 d signe la ariance du bruit d'estima-
tion de l'obser ation utilis e. Cette obser ation est, elle-
m me d duite de l'obser ation Xt par un r sum non
n cessairement e haustif.
Ce principe g n ral pour le calcul de la ariance des
param tres est utilis par de nombreu auteurs [12], [13] .
Le calcul du membre de droite de (21) est g n ralement
effectu au mo en de m thodes de calcul diff rentiel [12],
[13] .
Sp cialisons un peu notre propos au cas o l'obser ation
est constitu e des rm(t)
t 1,
N L'indice spatial m est
= . . .,
donc fi pour la suite . On s'int resse l'estimation des
param tres d' olutions temporelles des fr quences spatia-
les des sources. On consid re un mod le lin aire de
l' olution temporelle des fr quences spatiales des sour-
ces, i .e .
kj (t)=k1 (0)+kj . t . ( 23)
Dans la formule (23) kj (t) repr sente la fr quence spatiale
de la source j l'instant t et le param tre k1 la itesse
d' olution de celle-ci . L' olution temporelle des fr -
quences spatiales de la source j est donc caract ris e par
les deu param tres kj (0) et ki . Ce mod le lin aire a t
tudi dans [14], [15] ; il n'est, idemment, alide que sur
un inter alle de temps limit mais est suffisant pour de
nombreuses applications pratiques [14], [15] .
Un mod le simple des obser ations rm (t) correspondant
ce mod le de sources en mou ement est le mod le
lin aire ci-dessous [15]
X (t + 1, m) = Fm . X (t, m )
t
rm (t) = h* . X (t, m) + .(t) (m 0)
a ec
F 1 = diag
(e t `tk',
. . ., e`2
dks)
,
h * _ (1, . . ., 1) (24)
m (t) : bruit blanc de ariance b 2
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Le probl me consid r ici tant l'estimation des param -
tres k
i
, une m thode classique [14], [16] consiste
consid rer la matrice de Hankel
u` m
Hank
(rm(t))t = 1, . . ., N
On prou e ais ment la factorisation sui ante de la matrice
de Hankel e acte A m , i .e .
/h * \





ar (h,) = bm
olume 9 - n 1
(X(1, m) X(2, m) . . . )
m
= m .Xm .
La donn e de la matrice
em
permet d'estimer son tour
Fi (et donc les kj) par l'interm diaire de la classique
propri t de shift, i .e .
em . F mi = ( 26)
On peut noter, d'apr s (25), que le rang de
m
est gal au
nombre de sources. Une m thode classique d'estimation
de Fi consiste en les tapes ci-dessous
1 . Former Wm ^_ Hank (rm
(0) .
2. Effectuer la SVD de j m .
3 . S lectionner les s plus grands ecteurs singuliers (
gauche) correspondants de W,,
( m)s = (Um, s Os 2)(Os 2 Vm, s ) (27)
( m
)s : appro imation de rang s de




et en d duire
Fm par l'utilisation de la propri t de shift (26) .
Cette anal se peut tre effectu e sur toutes les sorties
rm (t) t . On appellera fil m la donn e des obser ations
rm (t) t . On note, de plus, que ces di ers fils (indice m
ariant) oient la m me matrice F1 mais des e po-
sants diff rents. Ceci est illustr par la figure 2 qui
pr sente les sorties de di ers fils .
On se pose donc la question sui ante : pour la proc dure
d'estimation de F 1 d finie en (27) est-il possible ( partir
des obser ations) de d terminer le fil minimisant la
ariance d'estimation des I ?
L'application de la formule (22) notre probl me donne
pour le fil m
ah
h = h
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500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
4000
Temps (secondes)
Figure 2 . - Sorties des fils m = 30, 45, 60, 80 pour la configuration ci-
dessous : p = 100.
La ariance du bruit bm est quant elle donn e par la
formule fondamentale (11) .
Le calcul de la ariance de kj passe par celui des




= h ah, ahN
h = h
a ec
On rappelle que la matrice de transition estim e Fi est
obtenue par pseudo-in erse de la matrice d'obser abilit
estim e not e = m (eq. 27), soit
-
= (¦t*







Les fr quences spatiales estim es kj sont les aleurs
propres de la matrice Fi d finie par (30) . Le calcul des
d ri es partielles d finies en (29) n cessite donc deu
tapes principales : l'une constitu e du calcul des d ri es
partielles des ecteurs propres ; l'autre des d ri es par-
tielles des aleurs propres de Fi (30), cette derni re tape
tant assur e par l'utilisation de l'algorithme de Le errier.
Ces calculs tant classiques [13], [17] nous nous contente-
rons de donner ci-dessous les tapes du calcul des d ri es
ak
partielles , soit : Notons X1 , . . ., s les aleurs propres
ah i
de F¨ (30), alors on a
1 .
2 .
a ),j 1 s -,-p a
















ah, ah i ahi
Les matrices D tant d finies par les quations sui antes
D o =Id
Dp=F1 .DP_ 1 -ap .Id
D 5 _ 1 =Fi D s _ 2 - s _ 1 .Id




akj 1 a .
	 Im (¢j ) .Re






aDp _ 1 aae
+ F,	- Id
ahi ah i
ai = tr (Fi .
De-1)
4 .





ah i ah i ah i
















o (X1 ) 1 _ j __
M




En utilisant les formules (28), (29) et (30) il est donc
possible d'estimer les termes ar (kj ) . Bien que les formu-
les e prim es en (31) soient asse r barbati es, il est
possible d'en e traire une information simple .
Remarquons, tout d'abord, que ar (kj ) est le produit de
deu termes, le terme li au bruit d'estimation bm et le
8k . 2
, terme purement g om trique .
U n (31)
ah





tandis que le terme
p
g om trique est facteur de
12
(d'apr s (31)) . La ariance
_ m
de kj est donc facteur du produit de deu termes contra-




l'autre croissant \	 1 , 0 - m -p - 1 ) . On peut donc
p-m
penser gr ce cette anal se simpliste qu'il a des choi de
m optimau . Consid rons la fonction de m d finie ci-
dessous
f (M)
=	1	2 0- m- p- 1 . (32)
(p-m) .m
Son minimum est atteint pour m =
23
(ou l'entier le plus
proche) .
Dans le cas o le bruit n'est plus pr dominant, cel
conduit remplacer b 2n (Eq. (13)) par l'e pression donn e
l' quation (14) et donc consid rer la fonction de m
d finie ci-dessous :
f P
(m)= (	 1 +p2 +2p
1
) 1p-m p-m Yi 2
La fonction 1/m 2 tant d croissante (relati ement m), on
oit donc que le choi optimal du fil m se trou e compris
entre 2 p/3 et p - 1 et se rapproche de p - 1 mesure que
le rapport S/B augmente .
Ainsi, pour l'estimation des param tres k on oit qu'il a
un compromis trou er entre le facteur de dilatation de
l' chelle d'anal se (pour le fil m, k de ient mk) qui
minimise le terme g om trique et la qualit statistique
de l'estimation des obser ations constituant les sorties du
fil . C'est l un probl me fondamental de cette anal se
multi- chelles. De plus, il est noter que la dilatation de
l' chelle des k n'induit pas de probl me de repliement car
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pour les probl mes d'int r t pratique (en sonar passif par
e emple) ces param tres sont tr s petits .
On oit aussi qu'il est possible de remplacer la matrice de
co ariance as mptotique R par une estim e k dans la
formule (10) sans modification notable de la aleur de
ar (km ) . Ainsi, partir des seules sorties de capteurs, est-
il possible de d terminer la strat gie (choi du ou des
fils , pour notre probl me) optimale pour l'estimation
des param tres des sources .
Cette discussion est illustr e par la figure 3 o sont
compar es les ariances e p rimentales de km (inde es
par m) obtenues pour 100 r alisations de la matrice
R et th oriques d'autre part (obtenues par (31)) .
L'antenne, lin aire, est constitu e de 100 capteurs equir -
partis. Dans ce cas (source unique faible S/B) on peut











o : Ecart-t pe theorique ( Vaccaro )






ECART-TYPE DE LA PENTE DE LA SOURCE
30





Figure 3 . - Comparaison entre l' cart-t pe th orique de k donn
par (28) et
son cart t pe e p rimental (u = - 10 dit, o = - 20 dB, p = 17,
N = 100) mo enn sur 50 r alisations.
On peut aussi remarquer que cette anal se peut tre
tendue sans difficult d'autres m thodes d'estimation
de k (mod lisation AR, anal se de Fourier . . .). Dans tous
les cas, l'anal se des performances suit les m mes tapes .
Le choi des fils optimau ne sera donc gu re diff rent .
Nous a ons d taill , dans ce paragraphe, un e emple
d'utilisation de la formule fondamentale de cet article dans
le cadre du traitement d'antenne . Il nous semble que ce
simple e emple met en idence l'importance du choi des
obser ations pour les traitements sous-optimau . Un
choi con enable peut am liorer tr s sensiblement les
performances des traitements .
Bien que l'application, pr sent e ici, soit limit e l'estima-
tion des param tres k, le cadre g n ral de cette tude
pourrait s'appliquer de nombreu probl mes d'une
grande importance pratique, tels que
	
probl mes li s l'utilisation de grandes antennes,
faibles BT,
probl mes multiplateformes (d termination de la dis-
tance optimale interplateformes),
anal se multi- chelles,
etc .
6. Conclusion
Nous a ons consid r la ariance d'estimation des corr la-
tions spatiales estim es apr s rectification . Une formule
simple a t prou e la section 2 (10) . L'influence des
mo ennes spatiales pour des situations simples mais r alis-
tes a t tudi e la section 4 .
Un e emple d'application en traitement d'antenne des
calculs pr c dents est pr sent dans la section 5. Tous les
probl mes pos s ne sont pas r solus mais nous pensons
a oir pos des questions importantes que sont
1 . Faut-il consid rer a ec la m me importance toutes
les corr lations spatiales estim es (rectifi es) ?
2 . Comment d terminer le compromis optimal entre le
facteur de dilatation d' chelle (le choi des indices spatiau
par e emple) et la ariance du bruit d'estimation des
corr lations spatiales ?
3 . Peut-on, partir des obser ations et d'h poth ses
ph siques l mentaires, d terminer une configuration spa-
tio-temporelle optimale ?
4. Comment optimiser les m thodes actuelles de traite-
ment d'antenne (par e emple en tenant compte de la
corr lation spatiale des co ariances estim es rectifi es,
etc .) ?
Quoiqu'il en soit, le but de cette correspondance n'est
surtout pas de proposer une formule magique de
traitement d'antenne mais de proposer des oies soit pour
am liorer les traitements e istants ou en d finir de nou-
eau .
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A. Anne e 1
Cette anne e a pour objet le calcul des termes entre
crochets de la formule (6), i .e .
IE (Xk .
Z` . Xk) (Xk
. Z ` . X k ) . (33)
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Pour cela, l'ingr dient de base est constitu par l'e pres-
sion de la forme quadratique X * . A . X d finie relati e-
ment au ecteur X suppos gaussien comple e, circulaire,
la matrice A tant hermitienne. Cette fonction caract ris-
tique (not e (D(t)) est donn e par la formule (7), qui est
une formule classique [10] . Toutefois, il importe de
remarquer que les matrices Z' ne sont pas hermitiennes . Il
con ient donc de se ramener ce cas. Dans ce but, les
formules sui antes s'a rent fondamentales, et sont
d duites (par d ri ation) de l'e pression i(t)
IE[(X* .A I .X)2 ]=tr2 (A I R)+tr (A I RA,R)
E[(X* .A 2 .X)2]=tr2 (A2 R) + tr (A 2 RA2 R)
E[X*A 1 X .X*A 2 X]=tr [A I RA 2 R]
+ tr (A I R) . tr (A2 R )
a ec : A I et A2 hermitiennes, et X gaussien comple e
circulaire (A 2 ) .
On a alors recours l' criture ci-dessous de la forme
bilin aire X * . Z . X
Les deu matrices (Z + Z') et - i (Z - Z') sont des
matrices hermitiennes, il est alors possible d'appliquer les
formules donn es ci-dessus . Si on consid re l'e emple du









Soit en d eloppant
E(IX* .Z
.X 12) =
= tr (ZR) tr (Z r R) + tr (ZRZ ` R) (36)
Ce calcul s' tend directement au cas g n ral. On notera
cependant que la d composition de X * . Z ` . X en parties
r elles et imaginaires semble tre un interm diaire de
calcul indispensable .
olume 9 - n 1




3mf (X) =2X*(-i . (Z-Z`)) .X .
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